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FEM by R. Clough

• How to create the element

• Noncompatible element

• Compatible element

• Isoparametric element

• Lagrange element

• Hermite element

– 영역을 삼각형또는 사변형의 단순형상을 갖는 소영역
(유한요소) 으로 분할

– 역학을 유한요소에 적용

– 절점만으로 연속성 유지

– 평형방정식 등은 요소상에 평균적으로 만족하키면 충분
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유한요소 종류

• 비적합요소 vs. 적합요소
– 적합요소

• 면내변형과 3차원고체문제에서 요소 경계에서의 변위가 연속인 요소

• 보의 굽힘이나 박판의 면외변형을 다루는 문제에서 요소 경계에서 변위와
경계면의 법선방향에 대한 변위의 1차미분이 연속인 요소

– 비적합요소: 그 이외 요소

• Lagrange요소 vs. Hermite요소
– Lagrange요소: 절점변위만으로 요소내 변위분포를 다항식으로 표현

– Hermite요소: 절점변위, 절점회전각, 절점곡률 등을 이용해 요소내 변위
분포를 다항식으로 표현

• Isoparametric요소
– 요소의 기하형상과 변위를 파라미터좌표에 대해 동일 다항식으로 표현
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요소의 국소좌표계 설정

• MSC/NASTRAN
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Example: Influence of Local Coordinates

• L자 영역을 2개의 부영역으로 나누고 각각의 국소좌표
계를 90도 차이나게 설정
– x, y, txy : discontinuous?

– Maximum principal stress, Maximum shear stress, Von 

Mises equivalent stress: continuous
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Assumed Stress Method
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• 요소내 응력→각 절점의 절점력

Cauchy's Law
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– Clough의 생각에 따라 구한 강성행렬이 일반적인 변위법에
기초한 유한요소법에서 구한 강성행렬과 동일
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Quadrilateral Element
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– 변위분포를 보면 국소좌표계의 쌍일차형식이 아닌 이차항도 포함하
고 있어서 요소에 굽힘모멘트가 작용해도 발생하는 변형을 모사할
수 있다.

– 반면 일반 4절점 사변형요소는 변위분포를 쌍일차다항식으로 근사
하므로 이러한 굽힘변형을 높은 정밀도로 근사할 수 없다.

– 그러나 인접하는 요소에서 독립적으로 응력분포를 가정했기 때문에
요소형상이 장방형이 아닌 일반적인 사변형요소인 경우 절절에서는
동일한 값을 갖지만, 인접하는 모서리상에서는 변위가 다르다. 즉, 요
소경계상에서 변위가 불연속이므로 비적합요소가 된다.

– 여기서 구한 변위는 Wilson이 구한 면내굽힘과 비교하여 유연하다. 
즉, 높은 정밀도의 사변형요소와 동일한 것으로 적합성을 모색하기
위한 조작을 Wilson과 Taylor가 생각해 변위법적인 등파라미터요소
을 이용해 기술하는 방법을 찾아낸 것이다. 이러한 논문의 기본적인
개념은 Clough에 의해 1960년에 이미 구한 것이다. 다만 등파라미터
요소라는 개념이 아직 나오지 않아서 요소국소좌표를 이용해 응력
가정요소를 도출한 것이다.
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• 절점변위식 8개

• 요소내 응력분포를 나타내는 파라미터 5개(ci) + 강체
변위를 나타내는 파라미터 3개(ri)
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Example: Modeling
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Example: Displacements
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Example: von Mises stress
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Example: Mesh Dependency

– 비적합요소이므로 유한요소근사의 수렴은 보장되지 않음

– 상용S/W에서 사용하는 변형률가정요소와 비교하여 세장비
가 크고 요소수가 적어도 높은 정밀도로 수렴함
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(in-plane deformation)
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Example: Improper Mesh

Displacement continuity only at the corner nodes
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Wrong Answer
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Patch Test

• Iron: 수렴을 위한 충분조건

• 요소를 어떤식으로 비틀어도 일정한 응력?
– Yes: 적합요소, No: 비적합요소

• 통과하면 어떠한 메쉬패턴으로 세분화해도 수렴이 보
장됨

• Shi: 수렴조건
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HEXA element
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